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EXERCICE 1 (5 points)
Partie A

1. Lafonction f est définie sur [0; 1] par:

0,96x

f) = 593x 70,03

Pour calculer sa dérivée, on utilise la formule du quotient :

u'v—uv’

) ==
avec :
e u(x)=096x=u'(x) =096
e v(x)=093x+0,03=v'(x) =093
On applique la formule :

0,96(0,93x + 0,03) — 0,96x(0,93)
(0,93x + 0,03)2

fix) =
On développe le numérateur :
0,96 x 0,93x + 0,96 x 0,03 — 0,96x x 0,93 = 0,8928x + 0,0288 — 0,8928x = 0,0288

Ainsi, on obtient :

0,0288
(0,93x + 0,03)?

f'(x) =

2. On observe que f'(x) est toujours strictement positif sur [0; 1] car :

e Le numérateur 0,0288 est strictement positif.

e Le dénominateur (0,93x + 0,03)? est strictement positif car il s'agit d'un carré.
Par conséquent, f'(x) > 0 pour tout x dans [0; 1].

Donc, la fonction f est strictement croissante sur l'intervalle [0; 1].

Partie B

1. L'arbre de probabilité est structuré comme suit :
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P(T|D) = 0,96

D
P(T|D) = 0,04 T
P(T|D) = 0,03 T

D
P(TID) = 0,097 T

2. Calcul de la probabilité qu’un sportif soit dopé et ait un test positif :
P(DNT)=PMD)xP(T|D)=xx%x096 =0,96x
3. Calcul de la probabilité de T :
P(T)=P(DNT)+P(TND)
=P(DNT)+P(D)xP(T|D)
= 0,96x + (1 — x)0,03
= 0,96x + 0,03 — 0,03x
= 0,93x + 0,03
4. La probabilité conditionnelle est donnée par :

P(DNT)

P(DI|T) =
(D17 =5
En utilisant les résultats précédents avec x = 0,05 :

0,96 x 0,05
0,93 x 0,05+ 0,03

P(DIT) =

Cela correspond exactement a f(0,05), d'apres la fonction définie en Partie A.
On fait le calcul :

0,96 x 0,05 0,048 0,048

J(0.05) = 555 %0,05 + 0,03 ~ 0,0465 + 0,03 0,0765 "

0,63

Donc:

P(DIT) ~ 0,63
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5. a. Oncherche x tel que:
P(D|T)=09

0,96x > 09
0,93x +0,03 —

En multipliant des deux c6tés par (0,93x + 0,03) :
0,96x > 0,9(0,93x + 0,03)
0,96x > 0,837x + 0,027
0,96x — 0,837x = 0,027
0,123x > 0,027

_ 0,027
*=0123

~ 0,22

Dong, il faut que x soit au moins 0,22 (arrondi au centieme).

b. Si seuls les sportifs les plus performants sont testés, on suppose que ces sportifs ont
une proportion x de dopage plus élevée que I'ensemble des sportifs.

Comme la fonction f(x) est croissante, cela signifie que la valeur prédictive positive du
test P(D | T) augmente.

Ainsi, cibler les sportifs les plus performants augmente la fiabilité du test, car il y a plus
de chances qu'un test positif corresponde a un sportif réellement dopé.

EXERCICE 2 (5 points)

1. a. On cherche les solutions de I'équation :
2xe ™ =x
Six=0,ona2x0xe%=0,doncx = 0 est solution.
Pour x # 0, on peut diviser par x et on obtient :
2e =1
e =

cn()

x = In(2)

N =

Les solutions sont donc :

x=0 et x=1In(2)
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b. On dérive f(x) = 2xe™ en utilisant la formule du produit :
f'(x) =2e™* 4+ 2x(—e™)
f'(x) =2e™ —2xe™™*
fl(x) =21 —x)e™*
c. Le signede f'(x) dépendde 1 — x :
e Six < 1lalorsf'(x) > 0donc f est croissante.
e Six > 1lalors f'(x) < 0donc f est décroissante.
e Pourx =1, f'(1) =0, donc f atteint un maximumen x = 1.
Calcul de (1) :
f()=2x1xe1=2e"1%07

Tableau de variations :

X 0 1
') + 0

2e7t
0

2. a. Montrons que 0 < u,, < u,,q < 1 parrécurrence

e Initialisation : Pourn = 0
u, =0,1
u; = f(uo) = f(0,1) = 0,18
Onabien0<uyy,<u; <1
e Hérédité : Supposons 0 < u, <up;1 <1

o Comme f(x) est croissante sur [0; 1], alors u, 41 = f(u,) est toujours plus
grand que u,,.

o Comme f(x) < 1pourx €[0;1],onau,; <1.

e Conclusion : Par récurrence, la suite est bien croissante et bornée.

b. Une suite croissante et majorée converge.
Donc (u,) converge.
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3. La suite (u,,) converge vers une limite £, qui vérifie :
t=f(£)
¢ =2¢et

Si ¢ # 0, on divise par £ et on retrouve :

2e t =1

Ainsi, la suite (u,) converge vers In(2).

4. a. Montrons que In(2) —u, =0
On sait que la suite est croissante et bornée par In(2), donc :
u, <In(2)
In(2) —u, =0
b. On veut un script qui calcule u,, jusqu'a ce que u,, soit proche de In(2) a4 10~* prés.

Voici le script complété :

from math import log, exp

def seuil():
n=0
u=0.1
while log(2) - u > 0.0001: #Tant que la précision n'est pas atteinte
n=n+1
u=2*u*exp(-u) #Mise a jourde u_n
return (u, n)

Note : Le sujet comporte une erreur avec un appel a la fonction « In(2) » qui n’existe pas
sous Python. Nous avons corrigé avec la bonne écriture « log(2) ».

c. En exécutant le programme, on trouve que la valeur de n est 11.
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EXERCICE 3 (5 points)
1. On cherche les fonctions y qui vérifient :
y' =y

Si y est une solution constante, alors sa dérivée est nulle :

y' =0

0=y
La seule solution constante est donc:

y=0

2. L'équation différentielle est une équation classique de la forme y’' = ay aveca = 1.
La solution générale est donnée par :

y(x) = Ce”
ou C est une constante réelle.
3. On cherche a résoudre I'équation différentielle (E): y' = y — cos(x) — 3sin(x)
On calcule la dérivée de h(x) :
h'(x) = —2sin(x) + cos(x)
On vérifie si cette fonction satisfait (E) :
h'(x) = h(x) — cos(x) — 3sin(x)

& —2sin(x) + cos(x) = (2cos(x) + sin(x)) — cos(x) — 3sin(x)

& —2sin(x) + cos(x) = 2cos(x) + sin(x) — cos(x) — 3sin(x)

& —2sin(x) + cos(x) = cos(x) — 2sin(x) = h'(x)

On obtient bien une égalité, donc h(x) = 2cos(x) + sin(x) est bien une solution
particuliére.

4. On considére une fonction f(x) solution de (E).
On pose j(x) = f(x) — h(x), alors :

J'(x) =f'(x) = h'(x)
Or, d’apres (E) :
f'(x) = f(x) — cos(x) — 3sin(x)
et on sait que :

h'(x) = h(x) — cos(x) — 3sin(x)
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Ainsi :

Jx)=f"(x)—h'(x) = (f(x) — cos(x) — BSin(x)) — (h(x) — cos(x) — 3sin(x))

J'() = f(x) = h(x)
J'(x) = j(x)
On retrouve bien I'équation j'(x) = j(x).
5. L'équation j'(x) = j(x) a pour solution générale :
j&x) = Ce”
Donc les solutions de (E) sont de la forme :
f(x) = h(x) +j(x) = 2cos(x) + sin(x) + Ce*
6. On impose g(0) =0:
2cos(0) + sin(0) + Ce® = 0
2xXx1+0+Cx1=0
2+C=0
C=-2
La solution particuliere vérifiant g(0) = 0 est donc :
g(x) = 2cos(x) + sin(x) — 2e*

7. On réalise le calcul :

T

I = ff(—Zex + sin(x) + 2cos(x)) dx
0

T

= [-2e* — cos(x) + ZSin(x)]g
Evaluation des bornes :

s
° Pourx=;:

T

—2e2 — cos (g) + 2sin (g) = —Ze% —-0+2x1= —Ze% +2

e Pourx=20:

—2e%—cos(0) +2sin(0) =—-2x1—-1+2x0=-2—-1=-3

Donc:

I = (—Ze% + 2) —(=3)

n
2

Vs
=—-2e2+2+3=5-2e
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EXERCICE 4 (5 points)

-

1. On calcule les vecteurs AB et AC :

L /~-1-(-2) 1
b-("57)-(3)
0—2 —2
L (1-(=2) 3
AC=<—1—0)=<—1)
2-2 0

- -

Les points A, B, C sont alignés si les vecteurs AB et AC sont colinéaires, c'est-a-dire si :

3k €R, AC = kAB
On regarde les coordonnées :
3=kx1, —-1=kx3, 0=kx(-2)
La derniere équation donne k = 0, ce qui est incohérent avec k = % = 3 dans la premiére.

- -

Donc, AB et AC ne sont pas colinéaires, et les points A, B, C ne sont pas alignés.

2. a. Le vecteur normal au plan doit étre orthogonal aux vecteurs directeurs du plan. On
calcule les produits scalaires :

B-AB=1x1+3%x3+45%x(-2)=14+9-10=0

n-AC=1%x3+3%x(-1)+5x0=3-3+0=0

- -

Le vecteur 71 est bien orthogonal 8 AB et AC, donc il est normal au plan (ABC).

b. Une équation cartésienne d'un plan ayant pour vecteur normal (a, b, ¢) et passant par un
point A(x,, V4, 2,) est de la forme :

a(x —x4) +b(y —ya) +c(z—24) =0
On remplace par 71(1,3,5) et A(—2,0,2) et on obtient :
1(x+2)+3(y—-0)+5(=z—-2)=0
x+2+3y+5z—-10=0
x+3y+5z—-8=0
L'équation du plan (ABC) est donc :

x+3y+5z=28
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c. Le point D(0,0,3) appartient-il au plan ?
On teste son appartenance en remplagant dans I'équation du plan :

0+3x0+5%x3=15+8

Le point D n’appartient pas au plan (ABC), donc les points A, B, C, D ne sont pas coplanaires.

3. a. La droite D, a pour représentation paramétrique :

x=t
{ y =3t
z =345t

Le vecteur directeur de D, est 1 = (1,3,5), qui est orthogonal au plan (ABC) d’aprés la
guestion 2)a).

Pourt =0,0na:
x=0
y=3x0=0
z=345%x0=3
On reconnait les coordonnées du point D, donc D appartient a la droite D;.
Par conséquent, D, est bien une hauteur du tétraedre issue de D.

b. On résout le systeme D; N D, :

t=143s
§ 3t=—-1-"5s
34+5t=5—-6s
t=1+43s
3(1+3s) =—1—-5s
3+5(1+3s)=2—6s

t=1+3s
{ 3+ 9s=-1->5s
3+5 + 155s =2 —6s
t=1+43s
{14s=—4
21s = —6

t=1+3s = 1+3x72%/,=1/,
s="*14="%/7
s ="/1="%/;

Il'y a une seule solution au systeme, donc les droites D; et D, sont sécantes.

On cherche les coordonnées du point d’intersection en remplacant t par 1/7 dans I'équation
paramétrique de D; :
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( x=1/7

, . . . 13 26
Les coordonnées du point d'intersection sont donc (;,;,7).

4. a. Avec les questions précédentes, on sait que H est donc a I'intersection de la droite D,
avec le plan (ABC), et que la droite D, est la hauteur du tétraedre ABCD issue de D.

Les coordonnées du point H doivent donc vérifier I’équation cartésienne du plan (ABC) et

I’équation paramétrique de la droite D;.

Ainsi :

x=t

y =3t
z=3+45t

x+3y+5z—-8=0

x=t

y =3t
z=3+5t

t+9t+15+25t—-8=0

( x=t

y =3t
<Z=3+5t
\ 35t = -7

r x=1t

y =3t
1z =3+5¢t
Lt—'l/s
x:_l/s
y=_3/5

Donc H a pour coordonnées :
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b. Puisque H est le projeté orthogonal de D sur le plan (ABC), alors la distance du point D au
plan (ABC) est la longueur DH.

e = (~2-0) +(-2-0) v 2-mro ke r1=2
\5 5 25 25 725

Donc:
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