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EXERCICE 1 (5 points)

1. A chaque tirage, on choisit un jeton parmi 8, et on effectue 3 tirages successifs avec
remise.

Ilyadonc8x 8 x 8= 512 tirages possibles.

2. a. Pour un tirage sans répétition, les trois numéros sont tous différents.
e Pour le premier numéro : 8 choix
e Pour le deuxieme : 7 choix (car un numéro a déja été tiré)
e Pour le troisieme : 6 choix (car deux numéros ont déja été tirés)

Donc, le nombre de tirages sans répétition est: 8 X 7 X 6 = 336.
2. b. Le nombre de tirages contenant au moins une répétition est donc 512 — 336 = 176.

3. La variable aléatoire X; représente le numéro du premier jeton tiré.
Il'y a 8 jetons, chacun numéroté de 1 a 8, et chaque jeton a la méme probabilité d’étre tiré.

Donc la loi de probabilité de X; est :

1
P(X; =k) = 3 pour k € {1,2,3,4,5,6,7,8}

Autre présentation sous forme de tableau :

k 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 1 1 1 1 1 1
POG=k) | = | = | = | = |2 |=2|3| =
8 8 8 8 8 8 8 8
4. On utilise la formule de I'espérance pour une loi uniforme :
1+2+:-4+48 8x9 72
E(X,) = = = =45

8 “2x8 16

5. Lavariable S = X; + X, + X5.
Les trois variables sont identiquement distribuées et indépendantes, donc :

E(S) = E(X,) + E(X,) + E(X5) = 3 x 4,5 = 13,5
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6. On veut déterminer P(S = 24).
Cela revient a compter le nombre de tirages (xy, x, x3) tels que x; + x, + x3 = 24, avec
X € {1, ,8}

Seul le tirage (8,8,8) réalise I'événement (S = 24).

Sur les 512 tirages possibles, un seul est favorable a I'’évenement.

Donc P(S = 24) = é

7. a. On veut déterminer combien de tirages permettent d’obtenir une somme supérieure
ou égale a 22, c’est-a-dire :
S €{22,23,24}

On va les analyserun a un:

o S=24:
Une seule possibilité : (8,8,8)

e S=23:
On cherche les triplets (a, b,c) aveca + b+ ¢ = 23 eta,b,c € {1,...,8}

Apres essais manuels ou aidé de la calculatrice, on trouve 3 tirages :
(8)8)7)I (8)7)8)I (7)8)8)
e S$=22:

On cherche les triplets (a,b,c) aveca + b+ c =22 eta,b,c € {1,...,8}
Le nombre 22 peut étre obtenu avec les 2 sommes suivantes :

6+6+8o0u7+7+8
Il'y a donc six tirages donnant le nombre 22 :
(6,8,8) (8,6,8) (8,8,6) (8,7,7) (7,8,7) (7,7,8)

Au total, on a bien1 4+ 3 + 6 = 10 tirages.

7. b. Nombre total de tirages possibles : 512 (vu en question 1)

Donc, la probabilité de gagner un lot est :

10 5
512 256
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EXERCICE 2 (5 points)

On étudie la fonction f définie sur | — co; 1| par :

X

o =—"—
1. a. On cherche la limite de f(x) quand x — 1
Ona:

e ¢* > e (valeurfinie)

e x—1-0"
Donc:

lim f(x) = —oo

1. b. Graphiquement, cela signifie que la courbe représentative C de f admet une asymptote
verticale d’équation x = 1.

2. On étudie la limite de f(x) quand x - —oo
e ¥ 50
e x—1—- —

Donc:

Jim f(x) =0

3. a. On dérive f(x) = xe—_x1 sur] —oo; 1|

C’est un quotient, donc on applique la formule :

(x—1)-e¥—e*-1 (x—1-1)e* (x—2)e*
(x —1)? o (-1?2 T (x—1)?

flx) =
Donc:

oy (x—2)e”
PO ==
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3.b.Sur] —o;1[,0ona:
e >0
e (x—12%>0
Le signe de f'(x) dépend donc uniquement du numérateur x — 2
e Six<2alorsf'(x) <0
e Six>2alorsf'(x) >0
Mais attention : I'intervalle d’étude est | — oo; 1[, donc on est toujours dans le cas x < 2

Conclusion :
Surtout | —oo;1[,ona:

f'(x) <0
Donc, la fonction f est strictement décroissante sur | — oo; 1]
x —® 1
f'(x) -
0

f@) \ .

4. a. On donne la dérivée seconde :

wo ~ (X —4x +5)e*
f(x) = = 1)

On étudie le signe de f"'(x) :
Sur ] — o0; 1[, e* > 0, donc le signe dépend de x? — 4x + 5 et de (x — 1)3
Le discriminant de x? — 4x + 5 est :
A=(—4)?—-4-1-5=16—-20 = —4
Donc x? — 4x + 5 > 0 pour tout réel.
Sur]—oo;1[,ona(x —1)3<0
Donc:
f'(x) <0

La fonction f est donc concave sur | — oo; 1]
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4. b. On cherche I'équation de la tangente T a C au point d’abscisse 0.

On calcule :
0 1

, (0-2)e® -2
e f'(0)= 0-1)2 =T=—2

Donc, la tangente T a pour équation :
y=f(0)+f'(0)(x—-0)=-1-2x
Equation réduite :

y=-2x—-1

4. c. On souhaite démontrer que, pour tout x €] — oo; 1],
e*>(-2x—-1D(kx—-1)
On divise les deux membres de I'inégalité a démontrer par x — 1.

. R e*
Cela revient a comparer f(x) = — A —2x—1

Or, on avu que ladroitey = —2x — 1 est tangentea f en x = 0,
et que f est concave sur | — oo; 1].

Donc f es ten-dessous de ses tangentes sur | — oo; 1]:

flx) <-2x-1

X

<-2x-—1
x_

e*>(-2x—-1D(x—-1)

5. a. On cherche les solutions de f(x) = —2, c’est-a-dire :

ex

=-2=2e*+2(x-1)=0
x—1

La fonction f est continue et strictement décroissante sur | — oo; 1], et :
e lim,,_,f(x)=0
o i, f(x) = —oo

Donc, par le théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation f(x) = —2 admet une unique
solution @ €] — o0; 1]
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5. b. On peut faire quelques essais avec la calculatrice :

20,31

« f(031) =5~ ~-198
£0,32
« f(032) =~ -203

On affine avec des essais successifs (ou une méthode dichotomique)
On trouve : a € [0,31; 0,32]

EXERCICE 3 (6 points)

1. Le point I est le milieu de [AB], donc:

4l =~ 4B 1(1 0 0)
= — = —
2 2 ) )
Le point J est le milieu de [CG]
e ( apour coordonnées (1,1,0)

e ( apour coordonnées (1,1,1)

Donc](1+1 E,E) = (1,1,%)

2 2 2

2.0na:
e FE:(0,0,1)
(11

— 1
Donc EJ = (1,1,-3)
Le plan (FHI) est défini par les points F, H, I :
o F:(1,0,1)
e H:(0,1,1)
1
e 1:(5,00)

On forme deux vecteurs du plan :

FH=H-F = (-1,1,0)

_, 1
Fi=I1-F= ——,0,—1)
(-2
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On calcul les produits scalaires :
—_ 1
E].FH=1x(—1)+1x1—§><0=0
E]'FI:_§X1+1XO_§X(_1):O

Ainsi, E_]) est orthogonal aux vecteurs non colinéaires FH et Fi qui forment le plan (FHI).
Par conséquent EJ est normal au plan (FHI).

3. Une équation cartésienne s’écrit :

a(x —xo) +b(y —yo) +c(z—2) =0
Avec le point F (xg, ¥o,2o) = (1,0,1) et le vecteur normal Fj (a,b,c) = (1,1, —5)
Donc:

1
G-D+@-0-5-1D=0

ry—t, oLy
= —_——_7 —— =
XTYT357273

>—-2x—2y+z+1=0

4. La droite (EJ) est dirigée parE_j et E est un point de la droite (EJ).

Donc une représentation paramétrique de la droite (EJ) est :

x=04+1Xxt=t

=04+1Xt=t
Y avect € R

—1—=t¢
d 2

5. a. On cherche les coordonnées du point K, projeté orthogonal de E sur le plan (FHI).
Il s’agit donc de trouver I'intersection entre la droite (EJ) et le plan.
On remplace les coordonnées paramétriques dans I’équation du plan :

—2x—2y+z+1=0

1
:—2t—%+(1—50+1:0
1
= —4t+1-5t+1=0

9t+2 0 t *
> — = = = = —
2 9
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On remplace ensuite dans la paramétrisation :

Donc:

5. b. On prend pour base le triangle EFH, et on utilise le point L, milieu de [EF], qui est
donné comme étant le projeté orthogonal de I sur le plan (EFH). La hauteur de la pyramide
est donc le segment [IL].

Coordonnées des points :

L, milieu de [EF], a pour coordonnées :

L_(0+1 0+0 1+1)_(101)
22 2 )\

Onadonc:

IL=L-1=(001)=IL=1
Le triangle EFH est rectangle en E, de cOtés EF et EH de longueur 1.
Son aire est donc :

1 1

On applique la formule du volume d’une pyramide :

V—1><A' b X Haut —1><1><1—1
—3 Ire pase au eur—3 ) =

Le volume de la pyramide EFHI est donc :

cm?3

1
6

5. c. On utilise le fait que la pyramide EFHI a pour base le triangle FHI, et pour sommet le
point E.

Dans cette configuration, la hauteur de la pyramide est la distance du point E au plan (FHI),
c’est-a-dire la longueur EK.

On calcule :

EK = K E—(4 04 07 1)—(44 2)
B ~\9 9 79 “\9’9’ 9
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Donc:

2 2

EK = EK ||I= (4)2+(4) +( 2) —1\/16+16+4—1\/%—6—
N —J\9 9 9/ 9 9 9

On utilise maintenant la formule du volume d’une pyramide :
1.
V = § X A|reFHI X EK

. . - 1
On a vu a la question précédente que V = p cm?, donc:

11 2 1/6x3 1/2 3
g=§XA|reFHIX§$A|reFHI= 2/3 =2/3=Z

L'aire du triangle FHI est donc% cm?.

EXERCICE 4 (4 points)
Partie A
1.
&) = 2\/%4—1 >0 pourtoutx € [0; +oof

Donc la fonction f est strictement croissante sur [0; +oo].

f(x)—x=vVx+1—x

_(\/x+1—x)(\/x+1+x)
B Vi+t1+x

On reconnait une identité remarquable au numérateur : a?> — b = (a — b)(a + b).

(\/x+1—x)(\/x+1+x)=(\/x+1)2—x2=x+1—x2=—x2+x+1

SVx+1—x

Donc:
—x%?+x+1
vVx+1—-x=——
vx+1+x
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fO) =x
eovVvx+1l=x
On éleve au carré (carx = 0) :
©x+1=x?
oxt-x—-1=0
On résout cette équation :
A=(-1)2—-4%x1x(-1)=14+4=5

1445
2

X

Le seul de ces deux réels appartenant a [0; +oo[ est :

1++/5
t=—

C’est donc I'unique solution sur [0; +oo[ de I'équation f(x) = x.

Partie B
1. On veut démontrer par récurrence que, pour toutn € N :
1<u,;1 <u,

Initialisation :
uy = 5,doncu; =V5+1=+6~ 2,45

On a bien :
1 <u <y
Hérédité :
Onsupposeque 1 <u, <u,_;.Onmontreque 1 <u,,; <u,

e Commeu, =1,alorsu, +1=2,doncu,;; =Ju, +1= V2 >1

e De plus, comme f(x) = Vx + 1 est croissante, et que f(x) < x pourx > £, et
comme u, = 5 > ¥, on peut montrer par récurrence que u,, = £, donc u, 1 < u,

Conclusion :

La propriété est donc vraie pour tout n € N.

2. La suite (u,,) est bornée inférieurement par 1 et décroissante, donc elle est convergente.
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3. Par passage a la limite dans la relation de récurrence :
limupyq = limf(u,) = f(£) = € = f(£)

Donc ¢ est solution de f(x) = x (théoréme du point fixe), dont on a vu a la question A.3 que
la seule solution est :

s 1t V5
2
La suite converge donc vers :
1++/5
£ = >

4. a. On veut la valeur renvoyée par seuil(2), donc on cherche combien d’itérations il faut
pour que | u,, — £ |< 1072

Par exécution a la calculatrice, on trouve :

seuil(2) =5

4. b. Cela signifie que, a partir du rang n = 9, la valeur u,, est a moins de 10~* de la limite 2.

Autrement dit, il faut 9 itérations pour que I'erreur d’approximation soit inférieure a 0,0001.
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